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•Fundamentele oplossingen van d~ Klein-Gordon vergelijking 
door 
E.M. de Jager 
1. Inleiding 
In de veldentheorie speelt de vergelijk:tng 
(□ -m2 ) <f (x)= ... J'(x) (1.1) 
met 2 2 2 . 2 
□ = ¾- + ~ + :½' -~ een belangrijke rol. 
ax1 ::Jx2 c>x3 ~x0 
Hierin zijn x1,x2,x3 de plaatsoo~r~inaten en x0 de tijd-
co~rdinaat van een deeltje met massa m. 
t(x)= o(x1 ,x2,x3,x0 ) is de vier .. dimensionale it -functie 
van Dirac. Een van de oplossingen van daze differentiaal-
vergelijking is de zgn. "cause.le voortplantingsn functie 
of Feynman functie, aangegeven door het symbool D0 (x). 
De .1.:unctie D0 (x-y) beschrijft de "causale verwantschap" 
tussen de processen van sohepping en vernietiging van 
deeltjes in versohillende ruimte-tijd punten x en y. 
Voor m=O krijgen we de eleotromagnetisohe theorie en het 
deeltje is geworden een photon. De Feynman functie wordt 
nu aangeduid met D~(x). 
De oploss:tngen D
0
(x) en D~(x) worden in dit :rapport gege-
ven, waarbij we gebruik zullen maken van de functionaal 
analyse. De lezer wordt verondersteld enige kennis van de 
theorie der distributies te bezitten (,~n dimensionale 
distributiea, Fouriertransformatie en de op een oppervlak 
P geconcentreerde distributie o(P)). In de paragrafen 
2-5 wordt de meer dimensionale distributie r~ ingevoerd, 
waarin 1 een willekeurige kwadratische vorm met complexe 
co~ffici~nten voorstelt en A een complex getal is. Hierbij 
is gebruik gemaakt van literatuur 1, pag.236-272. 
In de v-olgende paragrafen (6- 7 ) wordt deze theorie met 




2 •. De gegeneraliseerde functies x.; en rA 
We beschouwen de functie x~., die voor x ~ O gelijk aan 
x" en voor x < 0 gelijk aan nul is,; i\ is een complex getal. 
Voor Re A >-1., laat zich de distributie x~ eenvoudig defi-
ni~ren doo~ de convergente integraal. 
i\ oo '}.. (x+ ., <f (x)) = f x f(x)dx 
0 
(2 .1) 
waarin f(x)€ K of' f(x)€ S. 
K is de verzameling van alle finiete., oneindig vaak diffe-
rentieerbare toetsfunoties< Sis de verzameling van toets-
functies, waarvoor /xk f(qJ(x)I begrensd is voor wille-
keurige gehele waarden van ken q. Daar het rechterlid 
van (2 .1) voor Re 7' > -1 differentieerbaar naar i\ is., is 
(v "A_ <f), opgevat als functie van A ., voor Re A> -1 een ana-
lytische functie van A. 
De distributie x~ voor Re ?i ~ -1 def'inieren we door de 
analytische voortzetting van (x+" ., Cf). 
Dit geschiedt met behulp van de voor ReA>-1 geldige iden-
titeit: 
00 1 00 (xt\f)= j xi\ty,(x)dx= j XA(tf(X)-r,>(O)dx + / X11 f(X)dx+r£~) 
O O 1 
(2.2) 
Voor Re 11 > -2 en A ':,b- -1 is het rechterlid een analytische 
functie van A • Het rechterlid van (2.2) def'inieert 
~ - -(x+,<f) in het gebied Re'>.> -2 met ?\ ':,b- -1. 
Op analoge wijze wordt (x:, 'f) in het gebied Re?\> -n-1 met 
~ ':,b- -1,-2., ••• .,-n gedefinieerd door: 
l x"y,(x)dx= j x~ [ if(X}-y( 0)-ic r'( 0 )- •• ~ [ n~~1-:•,trr 1 Jc o)J dx 
oo :>, n (k-1) ( O) 
+ { x lf(X)dx + bi {k:1)!{r-+k) (2.3) 
3 
(2. 3) toont aan dat (x:,'f) als functie van A analytisch voort-
gezet kan worden in het gebied Re"* -1 met ui tzondering van 
de punt en i\ = -1., -2., •• ., -k., ••• , waar (x~, <f) enkel voudige 
polen heeft met residu ~(k-1)~ 01 (k-1). 
w(k-1) (0) ( 1)k-1 (k 1) 
Omdat ~ (k-1)? · =ck:1J: (J - (x).,i(x)) heeft de distri-
butie x~ voor ?\ = -k (k=+1.,+2., ••• ) een pool van de eerste 
orde met residu 
{-1)k-1 v(k-1)( ) (k-1)! o X • 
Voor i\ = -k is de distributie x~ niet gedefinieerd., voor 
A~ -k is de distributie x; gedefinieerd door (2.3). 
A 1 ~2· 2 1 We besohouwen nu de functie r met r=V x1+x2+ ••• +xn (n di-
mensionale ruimte). 
Voor Re;\> -n is de distributie r" gedefinieerd door de con-
vergent.a integraal: 
(2 .4) 
waarin de integratie over den dimensions.le ruimte Rn uitge-
voerd wordt en f(X) een n-dimensionale toetsfunctie is, die 
wederom tot K of S behoort. (Definities van Ken S voor n 
dimensionale toetsfuncties analoog aan die van een dimensi-
ons.le toetsfuncties., zie lit 1., hfdst.I). 
Voor Re i\Ji-n convergeert de integraal niet meer. Voor 
ReA>-n is het rechterlid van (2.4) een analytische functie 
van ;)\ ; de distributie r?\ voor Re '7\t;, -n wordt gedefinieerd 
door de analytische voortzetting van het rechterlid van 
(2.4). 
Hiertoe gaan we in de integraal (2.4) over op bolco8rdina-
ten en we kunnen sohrijven: 
(rA,'f) = l r11+n-1c1 r(x)d.il.}dr (2.5) 
' ..0-
4 
waarin d..0.. het oppervlakte element van de eenheidsbolJl in 
Rn is. De binnenintegraal kan geschreven worden als: 
f y,(x)dll. = Jln {f(r) 
.n. 
(2 .6) 
waarbij Jl n de oppervlakte van de eenheidsbol in Rn en 
~(r) het gemiddelde van <p(x) op de bol met straal r voor-
stelt. Dus 
00 j r"+n-4 'f (r )dr 
0 
De functie ~(r)., die voor r~ 0 gedefinieerd is., heeft de 
volgende eigenschappen: 
1e ~(r) is finiet en willekeurig vaak differentieerbaar 
naar r. 
2e alle afgeleiden van oneven orde zijn nul voor r=O. 
De eerste eigenschap is zonder meer duidelijk. Om de twee-
dA eigenschap te bewijzen schrijven we: 
Jl y(r)=/fr(o)+f. a t/(O) xj+ 
n ...n. L c)Xj 
2 
1/2 [ 0 r{o) xi xj + 
ax1exj 
1/3! [ 2 3 'f (O) xi xj xk + ••• + Rest] d11. 
e1x1axjcixk 
Iedere term., die een oneven aantal factoren bevat., verdwijnt· 
na integratie; substitutie van xj=r wj (d1l. =dw1dti>2 ••• dwn) 
levert 
2 . 4 2k 2k+2 
~(r)= f(O)+a2 r +a4 r + ••• +a2kr +o(r ) 
Hieruit volgt de tweede eigenschap. 
D~ functionaal (r~,1) kan dus opgevat worden., als de distri-
butie nn x: v,t= A +n-1) op de toetsfunctie ~(x). 
We hebben gezien., dat ( Jl. n xt ., "f) enkel voudige po len heeft 
in p = -1., -2., •.• -k.,... met residu 
Omdat echter de oneven afgeleiden van f(x) voor X=O nul 
zijn., heeft ( !t n xt .,[j) polen in slechts 
;U= -1.,-3., ••• .,-(2k+1)., ••• met residu 
(2~) ! Jln (J(2k) (x)., f (x)). 
Dus (r~,f) heeft enkelvoudige polen in 
A= -n.,-n-2., ••• .,-n-2k., ••• met residu 
( 2~ )! .n. n ( cr2k ( r) ., f ( r) ) • 
5 
Dus voor bijv. A= -n heeft (rA_,f) een pool met residu 
Jln(c1(r).,i(r))= .!tn f(O)= .!ln'f(O.,O., •• .,0)= Jln(d''(x).,f(x)). 
Dus de distribRtie rA heeft in 7\ = -n een pool met residu 
2rr2 
.!l n J(x)= n J'(x). 
r <~) 
3 ne gegeneraliseerde functie ~~ 
fzij een n-dimensionale kwadratische vorm met complexe 
co~fficienten: 
n n n 
f= '> grs xr Xs= L. Prs xr xs + L qrs xr xs (3- 1 ) 
~s:1 r., s .. , r, s .. 1 
met gr6 =gsr (zonder de algemeenheid te schaden)., Prs re~el 
en qrs zuiver imaginair. ~ 
We willen de gegeneraliseerde functie f defini~ren; in 
het algemeen zal echter f~ geen eenduidige analytische 
functie van A zijn. 
Daarom kiezen we in de ruimte van alle quadratische vormen 
(3.2) 
met P1 en P2 re~el., het "bovenste halfvlak
11 van de 
quadratische vormen met positief definiet imaginair deel. 
In dit "bovenste halfvlak" is f'li ondubbelzinnig eenduidig 
bepaald door de definitie: 
, ~" = ei\fln If I +i arg fJ (3 •3) 
6 
met O < arg f < 7r 
Deze functie is een eenduidige analytische functie van~. 
We defini~ren de gegeneraliseerde functie fA door de 
functionaal 
(fA,¥)=/f~p dx (3.4) 
waarin f€K(of S) en de integratie over de gehele ruimte 
Rn uitgestrekt wordt. 
Voor ReA~·o convergeert de integraal (3.4) en is in het 
"bovenste halfvlak" van de quadratische vormen een eendui-
dige analytische functie van A. 
De functionaal (fA ,f) wordt voor andere waarden van A 
gedefinieerd door de analytische voortzetting van (3.4) 
als functie van A .(De quadratische vorm f blijft tot het 
"bovenste halfvlak" behoren) 
De gegeneraliseerde functie r 7\ hangt niet alleen analy-
tisch van A af maar ook van de co~fficienten grs· 
Bij gevolg wordt ~~ eenduidig bepaald door de waarden op 
do lmaginaire halfas van het P1+i P2 vlak, d.w.z. door de 
waarden op de verzameling van de quadratische vormen van 
de gedaante ~ =i P2 met P2 > O. /\ Daarom zullen we eerst de functionaal i bepalen voor 
f=i P2 en vervolgens het resultaat uitbreiden naar 
f=P1+i P2 (met P2 >0). 
n 
0
- ~ q x x = (x, Qx)= i(x,Ax) J - L'" rs r S 
r,s:::1 
(3.5) 
met qrs=i ars (ars reijel); Q en A zijn de corresponderende 
matrices. 
Er bestaat e-en lineaire transformatie met re~le co~fficien-
ten x=Bx' met: 
f=i(x,A x)=i(B x' ,A Bx' )=i(x' ,B*A B x' )=i(x' ,x'). 
De functionaal determinant van deze transformatie is ge-
lijk aan I Bl= + ifITT = V(-:)n fQ~ , waarin !QI de discri-
minant van de quadratische vorm f =i P2 is. 
7 
Er zij opgemerkt, dat v'TiIT= ✓(-i)n IQl 1 een rege1 positief 
getal is, daar P2 positief definiet is. 
We vinden dus na toepassing van de transformatie x=B x' 
A :t½i J (r ,I/')= e r 12 llt,edx' 
V(-i)n IQI 1 
2A In§ 2 hebb~n we gezien, dat de functionaal (r ,~) enkel-
n n n voudige polen heeft in de punten i\= - 2,-2-1, ••• ,-2 -k, ••• 
met 
n 
211 7C 2 \J( ) ReR r = n o x • 
7-,= - 2 r <2) 
';\ i\ 
Bij gevolg is ( f ,If)=( (i P2 ) ,'f)een analytische functie 
van~ voor alle complexe waarden van A met uitzondering van 
n n n de waarden i\ = - 2 , - 2 -1, ••• , - 2 -k, ••• , waar /I .' ·ri (~ ,r)=((i P2 ) ,~) enkelvoudige polen heeft. 
Er geldt 
tf(0,0, ••• ,0) 
en dus ook 
d(x) (3.6) 
Om de residuen in de andere polen te bepalen voeren we in 
de differentiaal operator: 
met 
L =I.. g rs 
w 
n L grsg t = drt 
S=1 S 
Het is duidelijk, dat 
(oKronecker symbool) 
Lf f i\ +1 = 4( r. +1) ( A + ~) f/\ 
(3.7) 
en dus ook na k-voudige toepassingen van Lr: 
L;f('i\ +k)=4k(°A+1) ••• (i\ +k)(A + ~) ••• ().+ ¥-rk-1)~::\ 
_·, 8 
,· 
Het residu van (1 P2 )"- in A= - ~- -k (k=1,2,3, •.• ) is dus 
~ 1 ' 




n -k j\=-2 
Met behulp van (3.6) vinden.we na enig elementair rekenen: 
(3.9) 
We moeten nu (3.9) analytisch voortzetten in het'bovenste 
he, ""•rlak" van alle quadratische vormen r =P 1+1 P2 met posi-
tief definiet imaginair deel. 
k De analytische voortzetting van de operator Lr is echter 
bekend, daar zijn coefficienten door de coefficienten van 
de quadratische vorm <j> analytisch uitgedrukt worden. 
Rest ons nog de vorm v'(-1)ntQJ als eenduidige analytische 
functie in het "bovenste halfvlak" van de quadratische 
vormen voort te zetten. 
We schrijven wederom: 
n n n 
f= L grs xr xs= L Prs xr xs+ L qrs xr xs 
r, s~1 r, S:.:1 r, s:-1. 
( 3. 1) 
en 
waarin P1 en P2 quadratische vormen zijn met reele coeffi-
cienten en waarin P2 positief definiet is. 
( ' 9 
r = (x, G x) 
waarin G de complexe matrix is, die met de coefficienten 
grs correspondeert. 
Er besraat een niet ontaarde lineaire transformatie 
X =By 
met reele coefficienten, die P1 en P2 overvoeren in de ge-
daante: 
">- 1 , 7'. 2 , ••• , i\ n hangen niet van de keuze van B af en zijn 
invarianten van de quadratische vorm f . 
r=(x,G x)=(B y,G B y)=(y,BAG B y)=(y, /\y) 
waarin A een diagonaal matrix is met je element gelijk aan 
Aj+1. Hieruit volgt 
/GI IBI 2 
n 
= j1[ 1 ( i\ j +i ) 
en 
V n ' 1 (-i) !GI= TITT ,rn ( 1-i i\ ·)1/2: j=1 j (3.10) 
waarb~j in het rechterlid de waarde van de vierkantswortels 
bepaald wordt door de formule: 
z 1/2 = 1 z 1 1/2 e 1/2 i arg z, , -'it~ arg z"' + 7C. 
Voor P 1 ==- 0 ( .i\ j=O voor alle j) krijgen we natuurlijk weer 
V(-i)nlQ-~ =VlfJ = l~I (zie pag6). 
(3.10) is de gezochte analytische voortzetting van 
V( -i )nf Ql1 
Samenvatting n 
Wan1aeer <f = > grs xr xs een willekeurige quadratische vorm 
f;s 
,_ ' 10 
is met positief definiet imaginair deel., dan is de gegene-
raliseerde functie (~A .,f) een analytische functie van A 
met uitzondering van de punten 
n n n n 
~= - 2, - 2 -1., - 2 -2., ••• - 2 -k., ••• waar1n ziJ enkel-
voudige polen heeft. 
H1erb1J geldt: -i~n n 
--ir- 2 ( n Res f ~ ~ e . 7f --- [_ grs 
'A= -~ -k 4kk! r ( ~ +k) V (-1 )n IGl1 r., s=i 
2 )k 
~t 9X t(x) 
r s 
(3.11) 
waarin J Gl de discriminant van de q.uadratische vorm is en 
Vc--1)n1oi' gedefinieerd is door (3.10). 
Geheel analoog geldt er: 
Wanneer f een·willekeurige quadratische vorm is met 
"negatief·definiet" imaginair deel., dan geldt hetzelfde., 
m:""Y> nu is iit n n 
r;:, 7t _ e J[ [_ rs a ti( ) + ,-- 2 ( n 2 )k Res 6 - .----. g ax ax a x 
i\=-½-k 4kklr(~+k)vinlGl1 r,s=1 rs 
(3.12) 
waarin f~I de discriminant v~n de quadratische vorm is en 
\l in I GI I gedefinieerd is door 




71 A 4. De gegeneraliseerde functies (P+iO) en (P-10} 
P zij een niet ontaarde quadratische vorm met reele 
coefficienten 
We beschouwen: 
P= P + i P' 
met 
2 2 2 pr =:= e ( X 1 + x2 + • . • +xn) en e ► 0 
Het is gemakkelijk in te zien, dat de distributie 
(4.1) 
i' ~ ~ =(P+i P 1 ) naar een geheel bepaalde limiet-distributie 
_nadert, indien e---1 +o. ::\ 
Voor Re 71 > 0 is di t duidelijk, daar in j f 'f dx de limiet-
overgang achter het integraalteken genomen mag worden. 
Voor ReA~O maken we gebruik van de identiteit (3.8) nml.: 
0~ 1 
0 = k n n 4 (i>\ +1) ••• (i\ +k )(:,. + 2 ) ... (7'1 + 2 + k-1) 
We nemen in (3 .. 8) k zodanig, dat (:r.+k)> 0 is en maken nu 
gebruik van het felt dat de volgoroe van differentiatie 
en limietovergang bij distributies niet wezenlijk is. 
A 
De limiet-distributie noemen we (P+i 0) • 
Indien we .S < 0 nemen en vervolgens £~ -0, dan krijgen we 
71 
geheel analoog (P-i 0) • 
- ;.. n. n De distributies ( P+i O) hebben voor 't\ =- 2, - 2 -1, ••• n 
- 2 -k, ••• polen, waarvan de residuen bepaald worqen door 




A1., ••. , "n de eigenwaarden zijn van de matrix 
dan kan V(-i)hjaf' geschreven worden in de gedaan-
Stel dat in de kanonieke vorm van P i\1, i\2 , ••• AP> 0 
12 
en 'A p+1., "P+2 ., •• "'p+q < o zijn (p+q=n); indien we nu e 
tot +O laten naderen dan krijgen we: 
ofwel 
lim y' (-i)n(GI' = v,,.1. ~ 2" • d n I (-i)~ ( +1)~ 
£--i+O 
V . I - !(p-q)i 
lim (-i)nlaf = Vl!:11 e 
e~+O · 
waarin Cl de discriminant van de reijle quadratische vorm P 
is. Met behulp van (3.11) krijgen we nu het resultaat: 
7' De functionaal ((P+i 0) .,f) is voor alle complexe waarden 
van A een analytische functie met uitzondering van de punten 
n n n A= - 2 , - 2 - 1, ••• ,- 2 - k, ••• , waarin de distributie 
" (P+i 0) polen heeft met 
Res 
n 
'1>- ---k ,..- 2 . 
-~i n ~ e 2 7C''[ { n (P+i 0) =·------ L 
4k k! r (~k) f'iM r,s.=1 
met 
n 
.L. Prs Pst = dt 
$=1 r 
(Kronecker-symbool). 




5. Fundamentele oplossingen van lineaire differentiaalverge-
lijkingen 
We beschouwen de differentiaalvergelijking 
Lk f = o'(x) : .(5.1) 
waarin de differentiaaloperator L de volgende gedaante heeft: 
2 2 a2 2 
L c) a 
- ~ =~+ • • • + ~ - 2 . .. dx1 axp dXp+1 axp+q 
en k'71.,2.,3., ••• ;J'(x) is de n-dimensionale cf-functie: 
/(x1 .,x2 ., ... .,xn). Eerst twee opmerkingen voor af: 
(5.2) 
13 
1e Omdat J'(x) homogeen van de graad-n en de operator Lk 
een homogene operator is, moet f homogeen zijn van de 
graad -n+2k. 
2e De differentiaalvergelijking (5.1) is invariant voor 
alle lineaire transformaties, die de vorm 
2 2 2 2 2 
• P = x 1 + x 2 + ••• + xp - x 1 - ••• -x (5. 3) p+ p+q 
invariant laten. 
Daarom zullen er oplossingen zijn van de gedaante: 
. f = f(P) 
Met uitzondering van het geval, dat de dimensie n even is 
n - n+k 
en tegelijkertijd k~ 2 zijn de functies (P+i 0) 2' en 
n 
(p-i 0) - ~ +k t t f t 1 i ~ op een cons an e ac or na op oss ngen 
van de vergelijking (5.1). 
Bewi.js: 
Volgens (3.8) geldt er: 
Lk(P+i o)"+k=4k(A+1) ••• (::\+k)(,-+ ~) ••• (~+~k-1)(P+i of 
°A 
Res (P+i 0) . (5.4) 
n i\=-2 
-n 
Uit (5.4) volgt onmiddellijk, dat (P+i 0) ~k een oplos-





Lkf = 0 . 
- n 
n even .fill tegelijkertijd k ~ 2 is. Is dit niet het 
dan vinden we m.b.v. (4.2): 
7ti • n 
_n +k - 2 qi ~2 
0) 2 =4k(1--2n) ••• (k--2n) (k-1) ! _e ___ _ 
r <~) J'(x) 
functie JC qi 
e
2 
r(~-k) n k (P+i 0) - 2 +k (5.5) f1=(-1) 
4k(k-1) ! 7C~ 
oplossing van de differentiaalvergelijking (5 .1)., 
14 
tenzij de dimensie van de ruimte even is en tegelijkertijd 
n geldt k ~ 2 • 
Geheel analoog geldt ook, dat de 
-~qi r(~k) 




een oplossing is van de differentiaalvergelijking 
tenzij de dimensie van de ruimte even is en tegelijkertijd 
geldt k ~ ~. Er zij opgemerkt dat f 1 en f 2 geconjugeerd 
complex zijn. 
6. Toepassingen op de golfvergelijking en de Klein-Gordon 
vergelijking 
6.1 Toepassing op de golfvergelijking in R3 
We beschouwen 
(-~~+4+-¾:-4) ax1 ax2 ~x3 ax0 (6.1) 
x1,x2 ,~3 zijn plaatscoBrdinaten en x 0 is de tijd coBrdinaat. 
Toepassing van de theorie van§ 5 met n=4,k=1,P=3 en q=1 
levert als oplossingen: 
en 
met 




De oplossing (6.2) is de zgn. causale Greense functie of 
Feynman functie voor het electromagnetische veld. Deze wordt 
vaak aangeduid met het symbool D~(x) (zie lit.2, § 14 en 
§ 15). De functies (P+i 0)-1 , opgevat als distributies, zijn 
in zeker opzicht generalisaties van de een dimensionale dis-
tributie (x+i 0)-1 (zie § 7). 
6.2 Toepassing op de Klein-Gordon vergelijking. 
We beschouwen de Klein-Gordon vergelijking: 
M f = J(x1 .x2,x3,x0 ) 
2 2 2 2 
M= a> 2 + ¾ + ¾ - 7° - m2 





We vatten fop, als een vijf dimensionale distributie 
f(x1,x2 ,x3,x0 .,m) op de ruimte S van vijf dimensionale toets-
functies., die we aanduiden met f(x1,½.,x3.,x0 .,m). 
We kunnen r partieel Fourier-transformeren met betrekking 
tot m. 
Fm [ 'f'(x1 .,x2 ,x3.,xo,m)] = 'f'(X1 .,x2,x3.,xo.,k) • 
Omdat f tot S behoort, behoort f ook weer tot S. 
We definiijren de partieel - Fourier getransformeerde van de 
distributie f(x1.,x2 .,x3.,x0 .,m) met betrekking tot m door de 
definitie: 
In het bijzonder geldt er: 
+oo 
( J'(x1 .,x2 .,x3.,x0 )., f(x1.,x2 .,x3.,x0 .,m) )= J 'f ( 0., O., O., O.,m)dm= 
-co 






Indien g de partieel-Fourier getransformeerde is van f met 
betrekking tot m, dan geldt er: 
1 1 (M f ,f )=(f ,M'f)= 2,c (g,L'f)= 27c (Lg,'f). 
Op grond van de oorspronkelijke differentiaalvergelijking 
(6.5) en formule (6.8) voldoet de partieel Fourier getrans-








van de resultaten van§ 5 met n=5, k=1, P=4, 





Om de met g1 en g2 corresponderende oplossingen van de 
Klein-Gordon vergelijking te krijgen, behoeven we alleen nog 
maar (6.11) en (6.12) terug te transformeren. 
We zullen ons beperken tot de terugtransformatie van~, omdat 
die van g2 volkomen analoog is. 
Dit kan handig geschieden, indien we bedenken dat (P+i 0)-¾ · 
de distributionele limiet is van de functie (P+i P')-½ met 
2 2 - 2 2 2 P'= e (x1+x2+x3+x0 +k ) , waarbij e> O en e--+ +o. 
Omdat de Fourier-transformatie voor distributies een continue 
operatie is geldt: 
F-1 [(P+i 0)-J] =lim F-1 [ (P+i P' )-t ] 
e-+ +o 
Daarna gaan we (P+i P')-t terug transformeren en vervolgens 
de limiet nemen met 6--¼ +O. 
2 2i e. 2 P+i P' =;( 1+i e ) (R+k + 1+iE xo) 
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-1 Waarin Fk het symbool is voor partieel Fourier teruggetrans-
formeerde met betrekking tot k. 
g1,f kan dus geschreven worden als 
i -1 g1 E = - 'Ij.,c ( 1+i e. ) a , 
De lezer zij er aan herinnerd, dat de wortelvorm eenduidig 
bepaald is in het "bovenste halfvlak" van alle kwadratische 
vormen (zie § 3); omdat €> O is, is dus ook het rechterlid 
van (6.17) ondubbelzinnig bepaald. 
Indien we ons beperken tot toetsfuncties, waarvan de drager 
niet de punten (O,O,O,O,k) bevat, dan. is R+ ~!ie x~ ~ 0 en 
en het rechterlid van (6.17) kan als een gewone functie op-
gevat worden; bij gevolg kan dan g1 ,~ op de klassieken ma-
nier terug getransformeerd worden volgens: 




2 2i E. 2 1. (k +R+ 1+ie xo) 
0 
Met behulp -van de bekrnde relatie 
00 
e-ikmdk= 
coq km dk 
(6.18) 
K (am)= [ cos km dk 
o \jk2+·a2 
, Re a 0 
kan (6.18) herleid worden tot: 
(6.19) 
(zie oak lit 3, pag. 172) 
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Indien R > 0 is, dan kunnen we £ op de gewone manier naar 
nul laten naderen en het resultaat is: 
hetgeen in overeenstemming is met lit 2, § 15. 
Indien R < 0 is, dan zetten we het rechterlid van ( 6. 19) ana-
lytisch voort met behulp van de formule: 
(6.21) 
en we vinden voor voldoend kleine waarden vane 
l l 
m -A 21 e 2 - 2 [ [ 21 E 2 2 J f 1,e = B'"i ( 1+ie) 1(-R+ 1+i£ x 0 ) J 1 m(-R+ 1+1€ x 0 ) -
+O{e) (6.22) 
Laten we vervolgens i·--++O, dan krijgen·we: 
(6.23) 
hetgeen wederom in overeenstemming is met lit 2, § 15. 
Voor R zeer klein kunnen we het rechterlid van (6.19) in 
2ic 2 l 
een reeks naar m.(R+ 1+iE x 0 ) 2 ontwikkelen. 
l 1 1 21 e 2 2 21 E 2 2 l -K1 { m(R+ 1+i£ x 0 ) J = [ m(R+ 1+i[" x 0 ) J + 
• [r(2)+ 't'( 1)} 
f 21 f 2 t 21 t 2 } 21 c. 2 l +O (R+ 1+1£ xo) log(R+ 1+1E xo) +o(R+ 1+1£ xo)1 
Dus voor R zeer klein kunnen we voor r 1 E schriJven: 
i -~ 2iE 2 -1 
r 1,c = - 4
~2(1+te) 1 (R+ 1+iE x0 ) + Restterm. 




2 (R+ie(x 1+x2+x3+x0 )) +Restterm. 
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wa~~in de restterm, een integreerbare functie van R is. 
La~en we nu£ tot +O naderen, dan vinden we de distributie: 
~ i -1 
r 1 = - ~ (R+i 0) + Res~term, (6.24) 4~ 
De eerste term is onafhankeliJk van men daar de restterm 
voor m=O nul wordt, meet r 1= -
1
2 (R+i 0)- 1 een fundamen-4,o 
1 tele oplossing zijn van de golfvergel1jking, hetgeen oak 
het geval is. (zie § 6.1). 
Zeals in de volgende paragraaf zal ·bliJken, stemt deze van 
m onafhankelijke term in r 1 overeen met de van m onafhanke-
lijke term., optredend in de causale functie D0 (x) van lit 2, 
,§ 15. 
7. De distributie (P+i 0)- 1 
In§ 6 werden we bij de bepaling van een fundamentele oplos-
sing van de golfvergelijking en van de Klein-Gordon verge-
lijking tot de distributie (P+i 0)- 1 gevoerd, met 
2 2 2 2 P=x1+x2+x3-x0 • 
· We zullen in deze paragraaf deze distributie nader bestudere~ 
Hiertoe is noodzakelijk, dat we eerst de op de lichtkegel 
P=O geconcell?b.reel!'de distributie I( P) invoeren. 
7.1. De distributie ¥(P) 
In lit.4 is de op een oppervlak S=O geconcentreerde distribu• 
tie gedefinieerd; hierbij werd verondersteld., dat het opper-
vlak S=O geen singulier punt bevat (IVSIIO). Het kegelopper-
vlak P=O heeft eeh singulier punt in de oorsprong. Om de 
definitie van J"(P) van lit.4 te ku,nnen toepassen, moeten we 
ans voorlopig beperken tot toetsfuncties, waarvan de drager 
de oorsprong ~ bevat. 
We voeren voor de plaatscoordinaten x 1,x2.,x3 bolcoordinaten ,r 2 2 21 in; nml. x 1=rCJ1., x2=rw2., x3=r u> 3 met r = V x 1+x2+x3; dus 
2 I'"\ dx~ dx2 dx3=r dr d~~, waarin d.0. het oppervlakte element 
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van de eenheidsbol in de (x 1,x2 ,x3 ) ruimte is. 
In plaats van de tijdcoordinaat gebruiken we de coordinaat 
2 2 V 2 1 P, gedefinieerd door P=r -x
0
; dus x 0 = + r -Pen 
dx = + __ d __ P_ 
0 
2 Vr2 -P1 
• Voor het vier dimensionale volume element 
dx geldt nu: 
( 7. 1) 
Indien we zorgen, dat we bij de integratie naar de nieuwe 
variabelen steeds in positieve richting integreren, dan 
kunnen we schrijven: 
J _.!. 2 2 2 ( r -P) r 1/' dr dP d.Q 
p~ 0 
(7.2) 
waarin ¥' een toetsfunctie is, wa.ar¥.an0der·drage,r: d~- 09rsp:rong. \. 
,6x1=o:,, i:;:-f1,2,3,0) niet bevat. 
Uit (7.2.) volgt 
1 1 2 - 2 2 
/ 
l 
-( 9( P+c )-9( P), f )= 2 ( r -P) r <f) dr dP d.0. C C - L p~ Q c"'-f -::::: 
Indien we c nu tot nul laten naderen, dan vinden we: 
/ 2 -½ 
(/(P),f)=½ '=O(r -P) r 2 'f dr d.fi= ½ / r 'f dr d!l 
P=O 
Uitvoering van de integratie naarJl levert: 
en 




r(r.,x0 ) is op een constante factor na het gemiddelde van 
f(x 1,x2,x3_,x 0 ) op een bol met straal r in de (x1,x2,x3) 
rui:rp.te. 
De herleiding van (J'(P).,f) tot formule (7.4) geldt strikt 
genomen alleen voor toetsfunctie., waarvan de drager de oor-
,. 
sprang niet bevat, immers de transformatie naar de nieuwe 
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variabelen is in de oorsprong singulier. Het rechterlid 
van (7.4) heeft echter voor toetsfuncties, waarvan de 
drager de oorsprong wel bevat, betekenis. We definieren 
nu de distributie l(P) voor willekeurige toetsfuncties 
door de formules (7.3) en (7.4). 
7.2 De dist~ibutie (P+i0)- 11 
1 2 2 2 2 De distributie (P+i 0)- (met P=x 1+x2 +x3-x0 ) is op te 
vatten als de analytische voortzetting van de functionaal 
. >. ((P+i 0) ,1) met Rei\>O in het punt 71=-1. Voor Rei\>O 
geldt: 
(7.5) 11 }\ ~ i\ i P" ( P+i 0) =P + e + 
met 
,. 
p .. 0 pi\ =r voor 
+ O voor P< 0 
en p>-
=C-P)A voor P> 0 voor p~ 0 (7.6) 
;>,. A 
-De distributies ( P +' 'f) en ( P _, 'f) zijn voor Re A> 0 analytisohe 
" functies van 11, zoals dit ook het geval is voor ((P+i 0) ~f). 
Daar ( 7. 5) geldt voor Re 11. > 0 en de analytische voortzetting 
eenduidig is, geldt (7.5) ook voor de analytische voortzet-
tingen van (P+i O )"', P: en P~ !in het gebied Re(,-< O. 1 Om ( P+i 0)- 1 
inl+'en P~-~it te,d'rukk~n;.idd.enen we eerst.(:r~,f) en.~,(:e~,f) 
in het. gebied Re7-. <: 0 analytisch voort te zetten. 
Voor Re A> 0 kunnen we schrijven: 
( P:,<f)= I pl\ f dx 
P ~o 
We voeren weer dezelfde coordinaten in als in§ 7.1; 
V 2 2 2' _x 1=r w 1, x2=r w 2 en x3=r w 3 met r= x 1+x2+x3 en 
V 2 I 2 2 x 0 =.± r -P (P=r -x0 ). Substitutie in (7.7) levert: 
(7.7) 
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In de eerste integraal wordt m.b.t. x getntegreerd van 
2 0 
0-¼r en dus m.b.t.Pvan r naar O; in de tweede integraal 
wordt m.b.t. x ge1ntegreerd van -r~O en dus m.b.t. P 
2 0 
van O~r • Voeren we de integratie naar .0. ult, dan krij-
gen we met gebruik van (7.3): 
2 
(P:,f )=+ ½ j f J PA 
0 0 
'I ~ ' )V ( r I V r -P) dP l r 2dr + 
\ I 2 ' J V r -P 
+ ½ 
2 
co r V 2 1 j { [ p~ r(r,-r -P} dP l r 2dr d 2 ' j 
V r -P 
(7.8} 
" Uit (7.8) zien we dat (P+,r) een analytische functie is van 
A voor Re 7\> -1. 
i\ Om (P+,'f) analytisch voort te zetten in het gebied 
-2 < Re >-4 -1 zullen we de '.. binnemintegralen van ( 7 ,8) 
regulariseren. 
Voor Rei\> -1 mogen we schrijven: 
\ I 2 ' r 2 , / 2 ' :r ( r 1 ± V r -P ) dP = / p ;\ [ t ( r 2 ± V r - P ) _ t ( : z ±r ) } dP . if.' 
\~ 0 V 2 I Vr~-P r -P 
+ --1.. 2(;\.+1) t(r,± ,r) 
A+1 r r (7.9) 
Substitutie van (7.9) in (7.8) levert: 
L., 
( >i ) l 1 /OO ( ) 2 (11 +1 ) l 1 P+,f =2 A+1 y r,+r .r.r dr+2 A+1 
0 /
00 2().+1) y-(r,-r)rr · dr+ 
2 
+½ r [] P"[)t'."(r,-VTPi -
fJ O ff-; t: ( r ~ -r) } dP] r
2dr 
(7.10) 
geldig voor Re).> -1. 
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Omdat de laatste twee termen in het rechterlid van (7.19) 
analytisch zijn voor Re~> -2, geeft het rechterlid van 
i\ (7.10) de analytische voortzetting van (P+,f) in het 
gebied Rel>.> -2 met uitzondering van het punt 7'I =-1.,, 
waar (P:,p) een enkelvoudige pool heeft. 
Met behulp van (7.4) blijkt het residu van (P:,~) in de 
pool l'I =-1 gelijk te zijn aan ( iS' ( P) ,f). 
. A De Laurent ontwikkeling van (P+,f) in de omgeving van 
A=-1 leidt met behulp van 
r 2(i\+1)=1+2(r.+1) log r+0(7>.+1) 2 




(P~\r )= j -yr(r, +r )r log r dr+ j r(r, -r )r log r dr+ 
0 0 
- Y,-(r,-r)} dP ]r2dr 
r 
(7.12) 
De lezer zij er op gewezen, dat de distributie (P~1,p) niet 
" de functionaal {P+,f) met A=-1 is; deze laatste bestaat 
zelfs niet, _omdat (P:,<f) in i\=-1 een pool heeft.
71
(P~\f) 
is echter de waarde van het reguliere deel van (P+,f) in 
A=-1. Op dezelfde wijze kunnen we de distributie (P~,f) in 
het gebied Re~> -2 analytisch voortzetten. 
Voor Re;,. > 0 kunnen we schrijven: 
2 2 2 2 
met Q=x -x1-x2-x. 0 3 
(7.13) 
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In plaatsrvan x 1,x2,x3 voeren we weer bolcoordinaten in 
riiet ;;= Vx~+x~+x~1 en dus dx=dxodx1dx2dx3=r2dr d..0. dxo 
( d .f}. is oppervlakte element van eenheidsbol). 
Substitutie van deze nieuwe coordinaten in (7.13) levert 
na uitvoering van de integratie met betrekking tot d.!l: 
· (P:,f)= I Q).. 1,,../r,x )r2 dr dx
0 
(7.14) Q ➔ O 'f' o 
waarin de functie r-(r,x 0 ) weer door (7.3) gedefinieerd is. 
T 1 tt i d · b 1 Q--x2-r2 in% sub-ens o e voeren we .p.v. r e va~ia e e ~
0 
stitutie in (7.14) levert tenslotte: 
X 
A +oo Jo '- , l 2 ' , rr:' } (P .. ,f)=+½ /. dx 0 [ Q f(+Vx 0 -Q,x0 ) Vx~-Q dQ (7.15) 
-oo 0 
Uit (7.15) zien we, dat (P:,f) een analytische functie is 
van -;.. voor Re ii> -1. 
,.,_ 
Om (P_,f) analytisch voort te zetten in het gebied 
-2 < Re 'l\~ -1 zullen we de binnen integraal van ( 7. 15) weer 
regulariseren. 







Q/\[y(+~,x0 )Vx~-Q-yQxJ ,x0 )jx0 !}dQ] 
( 7. 17) 
geldig voor Re/\> -1. 
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Omdat .de tweede term in het rechterlid van (7.17) analy-
tisch is voor Re~> -2, geeft het rechterlid van (7.17) de 
analytische voortzetting van (P~,f) in het gebied ReA>-2 
i\ 
met uitzondering van het punt A=-1, waar (P_,f) weer een 
enkelvoudige pool heeft. 
Met behulp van (7.4) blijkt het residu van (P:,f) in de 
pool i\ =-1 gelijk te zijn aan (J'(P),y,). 
De Laurent-ontwikkeling van (P~,f) in de omgeving van 
71=-1 kunnen we nu weer gemakkelijk aangeven. 
Met behulp van 
jx
0
j 2(A+1 )=1+2(7'+1) log /x
0
1 +O(A+1) 2 
krijgen we het resultaat: 
waarin 
(We hebben Q weer door -P vervangen) 
( 7. 18) 
De distributie (P= 1,f) is weer de waarde van het reguliere 
·deel van (P~,f) in het punt )l.=-1. 
Substitutie van de Laurent-ontwikkelingen (7.11) en (7.18) in 
/\ 71 ~,'1 "'}.. ((P+i 0) ,f)=(P+,f)+e (P_,f) (zie(7.5}) 
A levert voor ( ( P+i O) , 'f) met ;,.. in de omgeving van ::,-. =-1: 





/\ (\ . De polen van ( P +' 'f) en ( P _, f) ziJn tegen elka~r weggevallen, 
hetgeen ook te verwachten was, omda t (( P+i O) , 'f) in "=-1 
een analytische functie van"' is ( zie § 4) o 
Om de distributie (P+i 0)- 1 goed te begrijpen zullen we nu 
-1 -1 de distrib~tie P+ -P_ nader onderzoeken. 
De eerste term van het rechterlid van (7.19) kan als volgt 
herleid worden; 
+ro 





-w(x0 .,x0 )x0 log x 0 dx0 + j -y(-x ,x )(-x )1og(-x0 )dx0 = T -CJ) 0 0 0 
CX) CJ) 
/ iy(x ,x )x log x0 dx 0 + / y( +x ,-x0 )( +x0 )1og( +x0 )dx0 O O O O O 0 
Dus de eerste term van het rechterlid van (7.19) is gelijk 
aan de eerste term van het rechterlid van (7.12). 
Ten gevolge hiervan mogen we schrijven: 
CX) r2 . f 2 i 
( P-1-P-1 r>=J,_ I[ f p-1 f y-(r,+v r -P) 
+ - , 2 o 6 V r 2 -P• 
2 
+½ /[ l p-1 r(r,- ~1 
o Vr2-P1 
- f- ( r 1 - r ) dP ] r 2 dr 
r 
Omdat de binnen integralen in de omgeving van P~O integreer-




2 , / 2_ i 
½ lim f J[ J p-1 { Y((r,+Vr -P} - Y,(r~r) } dP]r2dr + 
g-HO lo +& V r2-P' 
oo r2 . V 2 ' 
+ f [ i P-1 { VI ( r, - r. - p ) - Y'.: ( r, -r ) 1 dP ] r 2 dr 
o +f Vr2-P r 
+_] dxJ l P- 1 / y,( ~,x0 ) ~~ )"(I x0 f ,x0 )1 xol} dP]} 
-x 0 (7.21) 




[ ] p- 1 f (r,r) dP] r 2dr+ J [ J P- 1 lf' (r,-r} dP]r2dr + 
+c r o +t r 
+ 
-[
+oo dxo [ f2-e 1 ] P- 'f ( / x
0






2 i.. 2 1 , f 2 I ½ 1 im { / [ j p-1 [ Y:: ( r, + r - p) + Y" ( r, - V r -P) } dP ] r2 dr+ 
E--t +o o +e Vr2-~ 
Het rechterlid van (7.22) is niets anders, dan 





Uit het bovenstaande blijkt, 
dat de limiet in het rechter-
lid van (7.23) bestaat en deze 
is een generalisatie van de 
hoofdwaarde van Cauchy voor de 
inte.graal j ; fdx, waljlrbij de 
integratie over de gehele vier 
dimensionale ruimte wordt uit-
gevoerd. 
We hebben dus gevonden, dat 
( ( P +i O) -1, cf)= ( j, f) - li 1 ( t ( P ) , f) 
ofwel ( P+i O )- 1= ; - 'K. 1 J"'( p) (7.24) 
1 
waarbij (p,f) in de gegeneraliseerde zip van Cauchy opgevat 
moet worden. 
Geheel analoog toont men aan, dat 
(P-i 0)- 1= ; +,c i J(P) ( 7. 25) 
De formulas (7.24) en (7.25) zijn op zich zelf weer generali-
saties van de bekende een dimensionale distributies 
(x + i 0)- 1 = ~ +11ii d'(x) ( 7. 26) 
1 
waarbij de distributie x opgevat word~al~ de gewone 
waarde van Cauchy van de integraal J - 10(x)dx. 
-CXl X T 
hoofd-
In§ 6.1 is aangetoond, dat 
f 1= - _J:_2(P+1 0)- 1= - -i¾ a(P) - -1_ .:! 4~ 't/V 41e2 P (7.27) 
en 
f 2= + ..L.2(P-1 0)-
1
= - ~ t(P)+ ..L.2 .:! (7.28) 4';11; '+,-; 4"1{; P 
oplossingen zijn van de inhomogene golfvergelijking, nml.: ,, 
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Ult (7.27) en (7.28) volgt dus, dat ook - Ja(P) een oplos-
sing van de differentiaalvergelijking (6.1)is; daarentegen 
is de distributie; een oplossing van de homogene golfverge-
lijking; di~ laatste is echter ook a priori evident. 
8. De Fourier getransformeerde van r X 
In deze paragraaf zullen we tenslotte nog de Fourier ge-
transformeerde (m.b.t. alle variabelen) van de distributie 
r. f bepalen. Het resultaat zullen we o.a. toepassen op de 
- i ( )-1 elementaire oplossingen + ~ P+i O van de golfverge-
lijking; aldus krijgen we 41e de zgn. "momenten" representa-
tie van de functie D~(x). 
g> zij van de gedaante 
(8.1) 
met Im o< j > O, j=rJ, 2,... n. 
Dus f is een quadratische vorm met positief definiet imagi-
nair .deel. 
m~ F[~"J De Fourier getransformeerde van~ duiden we aan met ~ 
en die van de toetsfunctie 'f met 1f ; dus krachtens de 
definitie van de Fourier transformatie geldt: 
(~\f)= 1 n (F[K'"],Y,,) 
( 2 iv) (8.2) 
~A ~ De distributie (~ ,f) en daarom ook (F[f ],y,)is een analy-
tische f'un\tie van de coefficienten "" 1 ••• o< n voor Im rxj> 0-r 
Dus om F[~ ]te bepalen is het reeds voldoende het geval te 
beschouwen, dat de ol j zuiver imaginair zijn; we kunnen 
immers het resultaat weer naar algemene complexe ~j met 
Im o<.j > 0 analytisch voortzetten. 
-Stel o<J=i bj met bj>O •. 






~ ) +x -
n\/t;: dx 
(8.3) 
w.aarin r= Vx;+x~ .•• +x~ en de integralen convergeren 
voor - ~ <Re/\< o. 
Volgens lit 1, pag.187 e.v. geldt: 
n r e'2+n) 
F [ r"] =2>-+n7C 2 --- ~ -A-n ( 8. 4) 
r(- ½) 
V 2 2 2 1 waarin q = k 1+k2+ ••• +kn. 
Het resultaat (8.4) is weer algemeen geldig voor willekeu-
rige waarden van~, behalve voor ~=-n* -n-2, ••• , op grond 
van het principe van de analytische voortzetting naar ~. 
Substitutie van (8.4) in (8.3) levert: 
~ )\i n 
F[fA]= e 22A+n '/C2 





+ _!l (8.5) 
o<n 
Wegens de eenduidigheid van de analytische voortzetting be-
ho.udt de formule (8.5) zijn geldigheid voor een willekeurige 
quadratische vorm van de gedaante (8.1), waarin de coeffi-
cienten ~j complex zijn met Im ~j> O. De wa!rden van de 
wortels V-i~j zijn bepaald door V-i~j=l~jl 2 exp(½ i arg(-i«j)) 
(- ~ i arg( -io<.j )~ + ';). · 
. (k2 k2) 
We merken op, dat 4 ... + _g_ een quadratische vorm met nega-
o<.1 c,(n 
tief definiet imaginair deel is. 
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Stellen we nu 
p 2 2 2 2 2 p+q=n (8.6) = x1+x2+ . . . • +xfj-xp+1- . . . -~+q,-, , 
'-
Q 2 2 +k2-k2 - -k2 (8.7) = k.1+k2+ . . . p p+1 . . . p+q , p+q=n 
Geheel analoog kan men afleiden: 
+~qi n n n 
r ;,,. 7 2 22 ti +n ]1;2 r(i\ + 2 ) -A- 2 F. (P-i o) = _e _________ (Q+i O) 
... .l r(-1') 
(8 .. 9) 
In.§ 5 is aangetoond dat .de .dif'i'.er-ent.iaalvergelijking: 
(m=1,2, .... ) 
2 
a 
de volgende elementaire oplossingen heeft: 
7., 
+ 2 qi r<£. -m) - ~ 
f =( -1 )m e 2 n ( P.± i O) 2 
4m(m-1) ! 1v ~ 
(8.10) 
(8.11) 
( indien niet tegelijkertijd n even en m ~ ~ is). Toepassing 
van (8.8) en-(8.9) levert voor de Fourier getransformeerde 
' 
van de elementaire oplossingen: 
( 8. 12) 
Specialisatie op de golfvergelijking 
02 $2 02 02 ~ + ~ + ~ - ~ f = J'(x 1,x2,x3,x0 ) a~_1 a>x2 <Jx3 ax0 
geeft: 
F[ + i (P + i 0)- 1] = -(Q + i 0)- 1 4-,} -
met 
2 2 2 2 
p = x1+x2+x3-xo 
Q = -k;+k~+k~-k~ 
M.b.v. (7.27) en (7.28) kunnen we ook schrijven: 
F [ + 
4
: 2 (; + it i 5'( P)) ] = - ( ~ .±. 1ti c> ( Q)) 
32 
( 8. 13) 
(8.14) 
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